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Interaction Ressource-Consommateur

dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

Ressource : Biotique ou abiotique

x(t) =“quantité” de ressource à l’instant t

Dynamique de la Ressource seule

x(t + dt) = x(t) + dt · f(x(t))

• x(t + dt) = x(t) + dt · r · x(t) Croissance exponentielle

• x(t + dt) = x(t) + dt · r(x(t) · x(t) “Type logistique”

• s(t + dt) = s(t) + dt · D · Sin Apport constant en substrat

On définit quel type de dynamique est susceptible d’avoir la ressource  

)



Interaction Ressource-Consommateur

dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

Dynamique du consommateur

y(t) + dt = y(t) + dt · ( + “natalité” - “mortalité”)

• “natalité” = “taux de natalité” ·y(t)

• “mortalité” = “taux de mortalité” ·y(t)

• “taux de natalité”= µ(x(t), y(t))

• “taux de mortalité”= ⌫(y(t))

On explicite la dynamique du consommateur en termes de “taux” de natalité et “taux de mortalité” 



Interaction Ressource-Consommateur

dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

Interaction 

x(t + dt) = x(t) + dt · f(x(t) �dt · c(x(t), y(t)) · y(t)

+dt · µ(x(t), y(t)) · y(t)y(t + dt) = y(t) �dt · ⌫(y(t)) · y(t)

Une hypothèse forte :

µ(x(t), y(t)) = Y · c(x(t), y(t))

Proportionnalité entre ce qui est consommé et 
l’accroissement de la population de consommateurs

On peut toujours en faisant un choix convenable des unités se rammener à un rendement égal à 1



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)
Interaction Ressource-Consommateur

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

x(t + dt) = x(t) + dt ·
�
f(x(t))� 1

Y µ(x(t), y(t)) · y(t))
�

y(t + dt) = y(t) + dt · (µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t)) · y(t))

dx(t)
dt

= f(x(t))� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t)) · y(t)

ẋ = f(x)� 1
Y µ(x, y) · y

ẏ = µ(x, y) · y � ⌫(y) · y

On met les deux équations ensemble. On passe à la limite sur “dt” tendant vers 0. On obtient le système différentiel.
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Interaction Ressource-Consommateur

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

ẋ = f(x)� 1
Y µ(x, y) · y

ẏ = µ(x, y) · y � ⌫(y) · y

ẋ = f(x)� 1
Y µ(x, y) · y

ẏ = µ(x, y) · y � ⌫(y) · y

Modèle canonique

C’est le modèle le plus général qui respecte l’idée d’une consommation de ressource qui se “transforme” en de la biomasse
Tous les modèles classiques que nous allons décrire dans ce cours : Lotka-Volterra, Gause (revu par Krivan)
Rosenzweig-McArthur, Arditi Ginzburg, sont des cas particuliers.



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)
Interaction Ressource-Consommateur

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

ẋ = f(x)� 1
Y µ(x, y) · y

ẏ = µ(x, y) · y � ⌫(y) · y

• Dynamique de la ressource en l’absence de consommateur

• Dynamique du consommateur en l’absence de ressource

• “Réponse fonctionnelle”

• “Réponse numérique”

ẋ = f(x)� 1
Y µ(x, y) · y

ẏ = µ(x, y) · y � ⌫(y) · y

Terminologie



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)
Le modèle Proie-Prédateur de Lotka-Volterra

Le plus simple possible

f(x) = a · x

1
Y

µ(x, y) = b · x · y

µ(x, y) = c · x · y

⌫(x, y) = c · y

ẋ = a · x� b · x · y

ẏ = c · x · y � d · y

ẋ = ax� bxy = x(a� by)

ẏ = cxy � dy = y(c� dx)

ẋ = f(x)� 1
Y µ(x, y) · y

ẏ = µ(x, y) · y � ⌫(y) · y

On choisit les fonctions les plus simples possible : croissance exponentielle de la ressource,
décroissance exponentielle du consommateur,
réponse fonctionnelle linéaire. 



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)
Le modèle Proie-Prédateur de Lotka-Volterra

x

1

y

0.1

0.05
0.025
0.0125

La condition initiale est le point rouge.
Plus dt est petit plus les simulations
 du schéma d’Euler se rapprochent

d’une solution périodique.
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x

1

y

Le modèle Proie-Prédateur de Lotka-Volterra
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= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

x

1

y

Le modèle Proie-Prédateur de Lotka-Volterra
ẋ = ax� bxy = x(a� by)

ẏ = cxy � dy = y(c� dx)

c

d

a

b

Centre
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x

y

Le modèle Proie-Prédateur de Lotka-Volterra

t

x(t)

y(t)

Ce transparent et les 5 qui suivent
expliquent que nécessairement 
les maxima  (et minima) de x et

y sont déclés dans le temps
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t
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y
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x(t)

y(t)
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dx(t)
dt
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Le modèle Proie-Prédateur de Lotka-Volterra

Les 2 transparents qui suivent :
La mise en équation 

de Lotka
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La mise en équation 
deVolterra
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Le modèle Proie-Prédateur de Lotka-Volterra

La mise en évidence
de l’intégrale

première 



Traitement graphique
 des lignes de niveau 

de l’intégrale première.
Volterra ne dispose pas d’un 

ordinateur comme nous

dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)
Le modèle Proie-Prédateur de Lotka-Volterra



dx(t)
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Le modèle Proie-Prédateur de Lotka-Volterra

Evidences expérimentales et critique du modèle.

• Remarques de U. d’Ancona sur le rôle de la pêche en Adriatique.

• La série des lièvres et des Lynx du Canada

• Expériences de laboratoire

• synthèse TD Lyon 1 de J-R Lobry

Evidences expérimentales et critique du modèle.

• Remarques de U. d’Ancona sur le rôle de la pêche en Adriatique.

• La série des lièvres et des Lynx du Canada

• Expériences de laboratoire

• synthèse TD Lyon 1 de J-R Lobry

Evidences expérimentales et critique du modèle.

• Remarques de U. d’Ancona sur le rôle de la pêche en Adriatique.

• La série des lièvres et des Lynx du Canada

• Expériences de laboratoire

• synthèse TD Lyon 1 de J-R Lobry

On trouvera sur le lien :
https://team.inria.fr/modemic/files/2015/09/J-R-LotkaVolterra.pdf

une analyse très détaillée des propriétés de ce modèle



dx(t)
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x

1

y

Le modèle Proie-Prédateur de Lotka-Volterra

ẋ = 4 · x� 1
0.2 x · y

ẏ = x · y � 0.5 · y

(x
o

, y

o

) = (0.5, 0.5)
xmin = 1.06 10�1

(x
o

, y

o

) = (0.1, 0.1)
xmin = 5.34 10�6

Des conditions initiales “raisonnables” conduisent
 à des valeurs des solutions très petites. :
Un problème  atto-fox



dx(t)
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Evolution de Gause

D’après

Le modèle de Gause est ancien (1936) et plus pertinent 
à bien des égards que celui de Rosenzweig-MacArthur (1963).
C’est pourtant ce dernier qui est le plus utilisé. 
Un article récent de V. Krivan corrige cette erreur.
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Evolution de Gause

Lotka-Volterra : µ(x) = ⇢ · x

Si x > ↵ alors : µ(x) =

µ · x

e + x

sinon : µ(x) = 0

Gause 1936

Seuil et saturation

ẋ = r · x� 1
Y µ(x) · y

ẏ = µ(x) · y � d · y

ẋ = f(x)� 1
Y µ(x, y) · y

ẏ = µ(x, y) · y � ⌫(y) · y

Gause propose un modèle où le mu(x) linéaire est remplacé 
par une fonction discontinue et bornée.
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ẋ = f(x)� 1
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ẏ = µ(x, y) · y � ⌫(y) · y



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)
Evolution de Gause



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)
Evolution de Gause

Gause a très bien vu de façon informelle que son modèle 
possède un cycle limite. Nous allons le montrer de façon
formelle conformément aux canons mathématiques en 
vigueur actuellement.



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)
Analyse des trajectoires en dimension 2

Analyse Géométrique d'un
Système de deux équations

dx
dt
= f (x, y)

dy
dt

= g(x, y)

f (x, y) = 0 g(x, y) = 0

X(t)

Y(t)

Isocline verticale ou ”isocline des ”x”

Isocline horizontale ou ”isocline des ”y”

Exemple
ẋ = 2 · x · (1� x� y)

ẏ = 1 · y · (1� (x/1.8)� (y/1.2))

0 = 2 · x · (1� x� y)

0 = 1 · y · (1� (x/1.8)� (y/1.2))

x

y
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Analyse Géométrique d'un
Système de deux équations

dx
dt
= f (x, y)

dy
dt

= g(x, y)

f (x, y) = 0 g(x, y) = 0

X(t)

Y(t)

Exemple

x

y

Analyse des trajectoires en dimension 2

Trajectoires à la main
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Analyse Géométrique d'un
Système de deux équations

dx
dt
= f (x, y)

dy
dt

= g(x, y)

f (x, y) = 0 g(x, y) = 0

X(t)

Y(t)

Exemple

x

y

Analyse des trajectoires en dimension 2

Trajectoires à l’ordinateur
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Mathématiques du modèle  de Gause

y = Y · r · (e + x)
µ

ẋ = r · x� 1
Y µ(x) · y

ẏ = µ(x) · y � d · y

Si x > ↵ alors : µ(x) =

µ · x

e + x

sinon : µ(x) = 0

↵

ẋ = r · x

ẏ = �d · y

?

xe =
d · e

µ� d

ye = Y
r · e

µ� d
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ẋ = r · x� 1
Y µ(x) · y
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µ� d



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)
Mathématiques du modèle  de Gause

y = Y · r · (e + x)
µ
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?

?

ẋ = r · x

ẏ = �d · y

?
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ẏ = �d · y

?



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)
Mathématiques du modèle  de Gause

y = Y · r · (e + x)
µ

ẋ = r · x� 1
Y µ(x) · y
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ẋ = r · x
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y = Y · r · (e + x)
µ

ẋ = r · x� 1
Y µ(x) · y

ẏ = µ(x) · y � d · y

Si x > ↵ alors : µ(x) =

µ · x

e + x

sinon : µ(x) = 0

↵

?

?

ẋ = r · x

ẏ = �d · y

?

?

?
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y = Y · r · (e + x)
µ

ẋ = r · x� 1
Y µ(x) · y

ẏ = µ(x) · y � d · y

Si x > ↵ alors : µ(x) =

µ · x

e + x

sinon : µ(x) = 0

↵

ẋ = r · x

ẏ = �d · y
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y = Y · r · (e + x)
µ

ẋ = r · x� 1
Y µ(x) · y

ẏ = µ(x) · y � d · y

↵

x(t + dt) = x(t) + dt ·
�
f(x(t)� 1

Y µ(x(t), y(t) · y(t)
�

y(t + dt) = y(t) + dt(µ(x(t), y(t) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)
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↵

ẋ = 1 · x� 1
1µ(x) · y

ẏ = µ(x) · y � 0.7 · y

Si x > 0.05 alors : µ(x) =

4 · x

1 + x

sinon : µ(x) = 0

Une simulation
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↵

?
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Si x > ↵ alors : µ(x) =

µ · x

e + x

sinon : µ(x) = 0

ẋ = r · x� 1
Y µ(x) · y

ẏ = µ(x) · y � d · y

On se débarasse de Y ỹ =
1
Y

y

ẋ = r · x� µ(x) · ỹ

˙̃
y =

1
Y

[µ(x)Y · ỹ � d · Y ỹ]
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Si x > ↵ alors : µ(x) =

µ · x

e + x

sinon : µ(x) = 0

ẋ = r · x� µ(x) · y

ẏ = µ(x) · y � d · y
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· @f2
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�

2 � (r � µ

0(xe) · ye) � + (d · µ

0(xe) · ye) = 0

• µ(x
e

) = d

• y

e

= (r/d) · x
e

• µ(x) = x · '(x) ; '(x) = µ

e+x

• µ

0(x) = x · '0(x) + '(x)

• y

e

= r

'(xe)
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�

2 � (r � µ

0(xe) · ye) � + (d · µ

0(xe) · ye) = 0

• µ(x
e

) = d

• y

e

= (r/d) · x
e

• µ(x) = x · '(x) ; '(x) = µ

e+x

• µ

0(x) = x · '0(x) + '(x)

• y

e

= r

'(xe)

µ

0(xe) · ye = xe · '

0(xe) · ye + '(xe) · ye
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�

2 � (r � µ

0(xe) · ye) � + (d · µ

0(xe) · ye) = 0

• µ(x
e

) = d

• y

e

= (r/d) · x
e

• µ(x) = x · '(x) ; '(x) = µ

e+x

• µ

0(x) = x · '0(x) + '(x)

• y

e

= r

'(xe)

µ

0(xe) · ye = xe · '

0(xe) · ye + '(xe) · ye

µ

0(xe) · ye = xe · '

0(xe) · ye + r
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�

2 � (r � µ

0(xe) · ye) � + (d · µ

0(xe) · ye) = 0

• µ(x
e

) = d

• y

e

= (r/d) · x
e

• µ(x) = x · '(x) ; '(x) = µ

e+x

• µ

0(x) = x · '0(x) + '(x)

• y

e

= r

'(xe)

µ

0(xe) · ye = xe · '

0(xe) · ye + r

�

2 � (�xe · '

0(xe) · ye) � + (d · µ

0(xe) · ye)

(�xe · '

0(xe) · ye) > 0 Toujours instable
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8
>><

>>:

dx

dt

= r x� x

e + x

y

dy

dt

=
✓

x

e + x

� d

◆
y

r = 0.8 ; d = 0.9 ; e = 0.2

Le consommateur ne limite pas 
la croissance de la proie.

On peut avoir un foyer ou un noeud
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↵

Le consommateur  limite  la croissance 
de la proie.
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